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LOI MO DAU

Cung v6i sy phat trién ctia toan hoc hién dai néi chung, 1y thuyét modun
da dugc cac nha toan hoc quan tam va da dat duge nhiéu két qua xuat sic.

Vao nam 1977, Chatters va Hajarnavis dwa ra khai niem CS-modun (Ex-
tending Modun ). Khi 16p CS-modun ra doi thi Iy thuyét modun da duge phat
trién manh mé va c¢6 nhiéu tng dung quan trong trong viéc nghien citu Iy thuyét
vanh.

Viée nghién citu cac modun thoéa dicu kien C;, (i = 1,2, 3) 1a nén tang cho
viéc nghién citu cac CS- modun va cac 16p modun khac, cho nén to6i chon dé
tai nghién cttu cdc modun théa didu kien Cy, (i = 1,2,3) lam dé tai tiéu luan
két thic bo mon.

Tiéu luan gom hai chuong cuing véi phan mé dau, két luan va tai lieu tham
khao.

Chuong 1: Trinh bay cac dinh nghia, vi du va cac tinh chat co ban c6 lién
quan dén chuong sau ciia tiéu luan.

Chuong 2: Trinh cac két qué cac modun con dong, modun déu (uniform )thoa
diéu kien €1, hang t1t tryc tiép ciia modun thoa dicu kien C;, (i = 1,2, 3) ciling
1a modun thoa dieu kien C;, (i = 1,2,3). Déc biet & cac Meénh de 2.2.4, 2.2.5
cho ta 16p nhitng modun thoa diéu kien Cj, (1 = 1,2).

Mic dut ban than da rat ¢6 gang trong hoc tap, nghién ctu va duge sy huéng
dan nhiét tinh ctia thay gido huéng dan, nhung do nang lyc clia ban than va
thoi gian con han ché nén tiéu luan khé tranh khoi nhitng thiéu sot. Toi rat
mong nhan dugce sy goép ¥ clia quy thay co va cac ban dé tiéu luan duoc hoan
thién hon.

Cubi cuing t6i xin chan thanh cAm on TS. Mai Quy Nam nguoi da tan tinh
gitp d8, cling tap thé 16p cao hoc toan khoa 11 tao diéu kién cho toi hoan

thanh tiéu luan nay.



Chuong 1

MOT SO KIEN THUC CO SO

Trong toan bo tiéu luan, vanh luon dude xét 13 vanh két hop c6 don vi ky
hiéu 1 va cac moédun 1a cac modun phai Unita trén vanh nao do, thong thuong

xét vanh R va mot modun trén vanh R goi la R- moédun .

1.1 Mot so khai niém va vi du

Dinh nghia 1.1.1. Cho modun M va N C M. Modun con N dudc goi 1a cot
yéu trong M, ky hieu la N C* M, néu N N K # 0 v6i moi modun con khac
khong K cua M.

Néu N 1a modun con cbt yéu ctia M, thi ta néi rang M 14 md rong cot yéu

cua N.
Vi du 1.1.2. Modun M C* M;nZ C* Z,¥n # 0.

Dinh nghia 1.1.3. Modun U dudc goi 1a modun déu (uniform) néu bat ky
modun con A va B khéac 0 ciia U thi AN B # 0, hay moi mdédun con khac

khong ctia U 1a modun cbt yéu trong U.

Vidu1l.1.4. Zmodun Z ladéuvibatky 0 # A, B C Z thi A = nZ, b = mZ,véi
m,n € N*va ANB = [m,n|]Z # 0

Dinh nghia 1.1.5. Cho modun M va N C M duge goi 1a déng trong M néu
N khong c6 mé rong that sy trong M. N6i cach khac N duge goi la dong trong
M néu moi moéodun con K # 0 cia M ma N C K thi K = N.

Vi du 1.1.6. A va B la hai moédun con cia M théa man M = A @ B thi

modun B la dong trong M.



Dinh nghia 1.1.7. Cho moédun M va N C M. Médun con K cua M duge goi
1a bao déng cia modun con N trong M néu K 1a modun con t6i dai trong M

sao cho N C* K.
Vi du 1.1.8. Z-modun , 27Z c6 bao dong la Z.

Dinh nghia 1.1.9. Cho médun M va N, H C M.

(1.) Modun H dugc goi la phan bu giao ctia N trong M néu H la modun
toi dai trong cac modun con ctia M théa H NN = 0.

(2.)Modun con N* cia M dugc goi 1a phan bu cong tinh ddi v6i N trong
trong M néu N+N* = M va N* la modun con t6i tiéu c6 tinh chat N+N* = M

Dinh nghia 1.1.10. M6t médun M khéac khong duge goi 1a médun don trong

truong hop né khong c6 nhitng modun con khong tam thuong.

Dinh nghia 1.1.11. Cho A, N la nhiitng modun . Modun N dugce goi la A—ndi
xa néu véi moi modun con B ciia A va dong cau f : B — N, ton tai dong
cau h : A — N sao cho h(z) = f(x),Vx € B. Néi cach khac 1a néu véi moi
modun con B clia A va dong cau f : B — N ¢6 thé mé rong thanh dong cau

h: A — N. Nghia la biéu do sau la giao hoan

0—B——A

Mot modun @ dude goi 1a tu noi xa néu Q 1a @ -noi xa.

1.2 Mot s6 tinh chat

Meénh dé 1.2.1. Bao déng ciia mot modun luon ton tai.

Chatng minh. Goi N 1a modun con M, ta ching minh ton tai bao déng ctia N

trong M. Dat S = {K C M|N C* M}, khi d6 ta co:



S Khéc rong vi H € S.

Sap thi tu S theo quan hé bao ham, Goi I' 1a tap con sap thit tu tuyén tinh
cua S. bat A = fj K; ta thay A 1a can trén cta I, ta chiing minh A € S tic
la H C A.That valy lay v € A,z #0suy raton tain dé x € K, ma H C* K,
nén suy ra Rx N H # 0 suy ra H C* A, vay mdi tap con sap thi tu tuyén tinh
déu c6 can trén . Theo bo dé Zorn S c¢6 phan ti t6i dai K, ta ching minh K
14 bao déng ctia H. Do K € S suy ra H C* K, néu ton tai B C M sao cho
K C* B do d6 B € S diéu nay mau thuan véi gia thiét tinh toi dai ctia K suy
ra B =K. [

Meénh dé 1.2.2. Cho modun N la A—noi za. Néu B C A thi N la B— noi za
va N la A/B— noi za.

Chatng minh. Chia lam 2 phan sau:

i) Chiing minh N la B—ndi xa.

V6i moi modun X C B taco X C A. Ma N 1a A—noi xa nén moi dong cau
¢ : X — N luon mé rong thanh dong cau h : A — N sao cho a = hi( trong
do6 i 1a phép nhing ). Chon ¢ : B — N, sao cho ¥ = h.i Khi d6 ¢ la mot mé

rong cia ¢ nén N 13 B—noi xa.(Mo ta bdi so do sau)

i1) Ching minh N la A/B-noi xa.
Gid stt X/B la modun con cia A/B va ¢ : A — B la dong cau bat ky .

Goi 7 14 dong cau tu nhien tit A vio A/B, 7' = 7|y, ta xét bicu do sau :

/
/ /
s
a /

X/B %A/B

/ e
@l ;-
\éz/

N



Vi N 14 A noi xa nén ton tai § : A — N sao cho pn’ = 0i, ta c6 B C A va
6(B) = 6.i(B). Vay B C Kerf hay Kerm C Kerf. Dor la toan cau nén ta c6
thé chon ¢ : A/B — N sao cho ¢ = 6.

Vé6ix € X thiz € A ta co

U(z + B) = Y[n(r)] = ¢Yr(z) = 0(z) = 0i(x) = pr'(x) = p(z + B)
Vay ¢ 1a mé rong ciia ¢ hay N la A/B-ngi xa. O

Meénh dé 1.2.3. Néu K la modun con cia M va L la phan bi giao ctia K,
khi do

(1) L la modun con dong trong M.

(2) L& K la modun con cot yéu cia M.

(3)(L&®K)/L C* M/L.

Ching minh. (1) Ching minh L déng trong M.
That vay, goi N 1a modun con ciia M sao cho L C* N. Néu N # L thi
LNK=0,Ltéidainen NNK #0. MA NNK C N,L C* N nén

(NNK)NL=NnN(KNL)#O0.

Vi K N L =0 neén ta c6 dieu vo ly.
Do d6 N = L , hay L la médun con dong trong M.

(2) Ta chiing minh L& K C* M. That vay ,1ay 0 # N C M, néu NN (K &
L)y=0thi NNK =0,NNl=0,dod6 (N&L)NK = 0. Va nhu vay theo tinh
t6i dai ctia L thi N @ L = L hay N = 0. Diéu nay mau thuan gi thiét 0 # N.

Vay NN (K@ L) #0, hay L® K C* M.

(3) Ching minh (L& K)/L C* M/L.

Goi Y/L # 0 1a modun con cua M/L, gia st Y/LN (L& K)/L = 0, vi
Y/L#0nenY #Ldod6 Y NK #0,xét 04 a €Y NK khi d6

a+LeY/La+Le(L&K)/L



suy ra

a+LeY/LN(CoK)/L
=a+L=0=acl=acKNL=0

diéu nay mau thuan.

Vay (L& K)/L C* M/L. 0

Meénh dé 1.2.4. Goi G = [Lic; Gi va M la nhitng modun , khi do G la M -noi

za néu va chi néu G; la M-néi xa vdi moi i € 1.

Ménh dé 1.2.5. Cho M la mot modun tya noi za, Néu bao noi za I1(M) = @iy



Chuong 2

CAC PIEU KIEN C,,i = 1,2.3

2.1 Cac khai niém
2.1.1 Céac diéu kién C;,i =1,2,3

Diéu kién C;: V6i mdi modun con A ciia M, ton tai mot hang tit truc tiép
M, cta M chita A va A la cbt yéu trong M;.

Diéu kién Cy: Néu mot modun con A ctia M déng ciu véi hang t truc
tiép ctia M thi A ciing 1a hang tit truc tiép ctia M.

Diéu kién Cs: Néu M, va M, 1a nhimg hang ti truc tiép ctia M sao cho

M, N My =0 thi M; @ M, ciing 1a hang ti truc tiép ctia M.

2.1.2 Modun lién tuc

Dinh nghia 2.1.1. Modun M dugdc goi 1 lién tuc néu né thoa dieu kien C)

va Og.

Dinh nghia 2.1.2. Modun M dugc goi la tya lien tuc (quasi-continuous) néu

n6 théa dieéu kien C; va Cs.

2.2 CAc tinh chat

Meénh dé 2.2.1. Modun M théa diéu kién Cy khi va chi khi moi modun con

dong trong M déu la hang ti truc tiép.

Chitng minh. (=) Goi A 1a modun con dong ctia M, vi M thoa dieéu kien C;
nén ton tai B 1d modun con ciia M sao cho B C% M, A C* B, ngoai ra do A

déng nén A = B. Tu d6 suy ra A C% M.

8



(<) Chitng minh néu moi modun con déng trong M deéu 1a hang tit tc tiép
thi M thoa dieu kien C;.

That vay, v6i moi modun con B khéc 0 ctia M, luon ton tai bao déng B cla
B, khi d6 B 1a moédun con t6i dai, do d6 B dong trong M, ma theo gia thiét
moi moédun con dong déu la hang tit truc tiép nen ta suy ra B la hang tit truc
tiép cta M.

Suy ra M thoéa diéu kien C. n

Meénh dé 2.2.2. Modun khong phan tich duge M théa diéu kien Cy khi va chi
khi M déu.

Chiing minh. (=) Gié st A, B 1a hai médun con tuy y cia M | A, B # 0, theo
gid thiét M thoa diéu kien C; nén ton tai M, M 1a hang ti tryc tiép ctia M
sao choA C* My, B C* M,. Vi M khong tach duge nén M; = My = M, suy ra
AC* M dodo AN B #0. Vay M déu.

(<) Gid stt M déu ta can ching minh M khong phan tich duge va thoa
diéu kien C;. V6i moi modun con A, B ctia M va AN B # 0 khi d6 theo gia
thiét M déu nén A C* M, B C* M. Suy ra M thoa diéu kien C,

Bay gio ta chiing minh M khong phan tich duge, gia st M = C' @ D, khi
d6 C N D =0, diéu nay mau thuan M deéu.

Vay M khong phan tich duge. []

Meénh dé 2.2.3. Gid st M la modun nao dé, khi dé ta co:

i) Cho A la modun con tuy 4 cia M, néu A déng trong hang tii tuc tiép clia
M thi A dong trong M.

ii) Moi hang tii truc tiép cia M déng trong M.

Chatng minh. Gia st M = M; & M, va A modun con déng trong M; ta can
chiing minh A déng trong M .That vay, xét phép chiéu 7 : My ® My — M. Gia
st A C* B C M ta can chiing minh A = B. Tac6 A C M, suy ra AN M, =0,
vi thé 7|4 14 don cau. Do d6 A = 7(A) C* n(B) € M;. Vi A dong trong M,

9



nén 7(B) = AC Bchonén (1—7)BC B,suyra (1 —7)BNA=0mataco
AC*Bsuyra (1 —7m)B =0, hay B=n(B) C M, do A déng trong M; nén
ta co0 A= B. Vay A dong trong M.

i1) Gid st A 1a hang t1 tryc tiép cia M ta c6 M = A® B, lay N C M sao
cho AC* N,khido ANBC*"NNB. Tud60C* NN Bsuyra NN B =0.
Xét phép chibu 7 : A® B — A ta ¢6 Ker(r) = B ma NN B = 0 nén
NN Ker(r) =0 suy ra 7| 1a don cdu.Vi thé N nhing don cau vao modun A
ma AC Nnén A= N.

Vay A déng trong M. ]

Ménh dé 2.2.4. Modun noi za théa man dieu kién C;.

Ching minh. Gia st () 1a modun noi xa, goi A la modun con tuy § cua @) ta
phai chitng minh ton tai trong Q mot modun Q; sao cho Q1 C® Q va A C* Q.

That vay, goi A’ 1a bu giao ciia A trong @), va @1 1a bt giao ctia A’ trong
Q. Khidotaco ANA =0va@QNA =0,dodé AC (Q; va v6i moi modun
con Beia@Qitac6 ANB#0(ANB=0= B C A" Suyra A C* ;.

Bay gio ta xét biéu do :

Qo A——Q

17
QIA ® Q[

trong d6 i 1a don cau chinh tac, con «, 8 duge xac dinh nhu sau:

Véiz+ye Q1@ Athi a(z+y) = (e+y+ A a+y+Q1) =+ A y+Q1).

Vé6i g € Q thi B(q) = (¢ + A',q + Q1).

Khi do6 biéu do 1a giao hoan, tic 1a ai = 8 v ImfB C Ima.

Ngoai ra o 13 mot don cau. That vay, gid st a(q1) = a(ge) dicu nay tuong
duong

(+A 0 +0Q1) =(+ A, ¢+ Q1)
G —qpeA

Q1 — g2 € 1

10



Sa—@penNA =0
=q—1=q.
Vay a don cau va tit d6 suy ra (3 ciing don cau(: don cau).
Vi @ ndi xa nén « ché ra tic 1a Ima C% Q/A" ® Q/Q1 ngoai ra theo Ménh
deé 1.2.3 ta c6 dugc:
(@ e A)/A /A
(@ A)/Q1 S Q/Ch
do do
ImpB C* QA ® Q[
suy ra

Ima C* QA ® Q/Qy

tit cac két qua tren ta c6 duge

Ima=Q/A"®Q/Q

tic 1a o 1a diing cau.
Khi d6 v6i moi ¢ € Q suy ra (¢ + A0+ Q1) € Q/A' & Q/Q1 do d6 luon

ton tai go € Q sao cho

(q+ A/70+ Ql) = (QO ‘|‘A/>QO + Ql)

suy ra
g € Q1
q—q €A

suy ra

e +A=QCQ+4A

Mat khéc ta c6 Q1 + A" C Qva Q1 N A’ = 0 nén ta suy ra

Q= A

11



Meénh dé 2.2.5. Modun tua noi za la modun lién tuc.

Chitng minh. Goi M 1a modun tya noi xa, Néu N C M thi bao noi xa (M)
ciia M chita bao noi xa I(N) = F cia N va I(M) = E & G v6i moi modun
con G, nhung theo Ménh dé 1.2.4 ta c6 M = (M N E) & (M N G). Ngoai ra,
N C* Enén N C* (M N E).Diéu nay ching t6 M thoéa man dieu kien C.

Bay gio ta chting minh M théa diéu kién Cy. That vay, goi A 14 modun con
ctia M va la hang ti truc tiép cia M, taco M = AP A’, goi .4 lan lugt 1a
céc phép chiéu:

T ADA — Ai:A— M

goi f: A— M la don cau va dat N = f(A)

xét so do:

0*>A—i>M

A
fl ho

M
theo gia thiét ta c6 M 1a ti noi xa nén ton tai h : M — M sao cho hf = 1.
Khi d6 whf = 14. Do d6 N 1a hang tit tric tiép ctia M.

Bay gio gid sit rang N = P C® M. Tu M 1a M-noi xa, nén theo Ménh dé
1.2.4 ta suy ra P la P-noi xa, va do d6 N 1a M-noi xa. Khi d6 4nh xa dong
nhat 1y : N — N ¢6 thé mé rong thanh dong cau A : M — N, va do dé né
ché ra, titc la M = N @ Ker(\).

Vay M théa dieu kien Cs. n

Meénh dé 2.2.6. Hang tii truc tiép ciia modun twa noi za la modun tua noi za.

Chiing minh. Gia st M = N @ N’ ta can chtiing minh N 1a tya noi xa. That

vay, do M 13 tya noi xa nén v6i mdi X 14 modun con ctia N, va dong cau

12



g: X — N luon md rong thanh dong cau f : M — M xét theo so do

X—% NN

-~

Nao N
Goi m: M — N khi d6 Ker(r) = N, khi d6 A = (7o f)|y 12 mot ty dong
cau ciia N va A 1a mé rong cla g.
Vay N la tuya noi xa.

O]
Meénh dé 2.2.7. Néu modun M théa diéu kién Cy thi M théa dieu kién Cs.

Chiing minh. Goi N C% M, K C%® M théa man N N K = 0, ta can ching t6
rang NOK C¥ M. ViN C% M néntagidst M = NON' vagoim: M — N’
1a phép chiéu v6i Ker(r) = N.Néu k€ K vi k=n+n',n € N,n' € N’ thi
(k) =n',dod6 N® K = N@®n(K). Bay gio ta can chiing minh N ¢ (K) C®
M. That vay 7|x : K — M 1a don cau, ngoai ra theo gia thiét M théa man
diéu kien Cy nén 7(K) C® M, tit 7(K) C N’ nén suy ra N’ = 7(K) & W, vdi
W 1a mot modun ndo d6. T d6 suy rarang M = N & 7n(K) @ W.

Vay M thoa diéu kien Cs. O

Hé qua 2.2.8. Néu M théa man dicu kién Cj,i = 1,2,3 va N la hang ti truc
tiép ctia M thi N cing théa man diéu kien C;,i =1,2,3.
Chitng manh. Hé qua nay dude suy ra trie tiép tt Ménh dé 2.2.6 va 2.2.7 . O
Meénh dé 2.2.9. Gid st N, A la nhitng modun va I(A), I(N) theo thit tu la
bao noi za cia N va A, khi dé N la A-noi xa khi va chi khi f(A) C N vdi moi
dong cau f: I(A) — I(N).

Ching minh. Vi I(N) la modun noi xa nén mdi dong cau f € Hom(I(A), I(N))
déu 13 mot mé rong ctia ¢ € Hom(A, I(N)), do d6 khong mat tinh tong quat
ta chi can xét f € Hom(A, I(N)).
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(<) Chitng minh N 1a A-noi xa. Goi X 1a modun con ctia A va dong cau
g: X — N ta can chiing minh ton tai dong cau h : A — N la md rong clia

g tic la hf = g trong d6 6 : X — A 1a don cau. That vay, xét biéu do :

xX—2-4

gl 2
-
K/ hs

N //f
/

vi I(N) 1a modun noi xa nén véi moéi dong cau g va don cau 6 luon ton tai dong
cau f sao cho gi = f6. Ngoai ra theo gia thiét f(A) C Nnén f: A — N la
maé rong cua g.

Vay N la A-noi xa.

(=) Ching minh f(A) C N v6i mdi f € Hom(A,I(N)).That vay, goi
X ={a€ A: f(a) € N}, tit N lanoixa f|x c6 thé mérong thanh g : A — N

theo sg do:

khi d6 NN (g— f)A = 0. That vay, lay n € N,a € A sao chon = (g— f)A. Suy
ra f(a) =g(a) —n € Ndoddae€ X nénn=g(a)— fla) = f(a) — f(a) =0,
ticla NN(g— f)A=0.Suyra (g — f)A=0 (N C* I(N)).

Do vay f(A) = g(A) C N.

T ménh dé trén ta c6 thé suy ra modun @Q la tua noi xa khi va chi khi

fQ) C Q vé6i moi dong cau f cia I(Q). ]
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KET LUAN

Trong tiéu luan "Médun théa diéu kién C;(i = 1,2,3)" tac gia da tim
hiéu va hé théng héa cac két qua sau:

1.Trinh bay cac diéu kien C;(7 = 1,2, 3) va néu nhiing modun thoa diéu kién
C;(i =1,2,3), giéi thieu modun lién tuc, tya lién tuc.

2.Hé théng méi lien hé giita cac diéu kien do, cu thé nhu modun théa dicu
kien C5 thi thda diéu kien Cy, dac biet 1a modun noi xa thi théa diéu kien Cva
modun tua noi xa thi théa dieu kien C; va Cs,..

Trong tiéu luan, Ménh dé 2.2.1; 2.2.2; 2.2.3; 2.2.4 1a phan téac gia trinh bay,
cac Ménh dé con lai tham khéo & tai lieu [2],[3] .

Trong khuoén khé mot tieu luan va han ché vé thoi gian ciing trinh do nén
nhiéu van dé chua dugce trinh bay, chang han nhu vé méi lien hé gitta modun
noi xa, modun tita noi xa, modun lién tuc, tua lién tuc... Trong thoi gian dén
to1 sé tiép tuc nghién ctu va bo sung. Mic dit that ¢d ging nhung sé khong
tranh khoi nhitng thiéu sét, rat mong dugce lugng thit, chi bao ctia Thay co gido

va cac ban dé bai tiéu luan hoan thién hon.
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