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LÍI MÐ ��U

Tæpæ �¤i sè l  mët bë mæn to¡n håc mîi m´ v  cüc ký quan trång, ng÷íi

ta dòng cæng cö �¤i sè �º nghi¶n cùu c§u tróc c¡c khæng gian tæpæ . Câ nhi·u

k¸t qu£ thó và nh÷ dòng cæng cö tæpæ �¤i sè �º chùng minh �ành lþ �iºm b§t

�ëng Brouwer, �ành lþ cì b£n cõa �¤i sè, �°c bi»t k¸t qu£ nêi ti¸ng nh§t �â l 

gi£ thi¸t Poincar²,..

Trong khuæn khê tiºu luªn k¸t thóc bë mæn, tæi xin tr¼nh b y mët sè v§n

�· li¶n quan �¸n tæpæ th÷ìng �èi vîi mët ¡nh x¤, tiºu luªn gçm 2 nëi dung

còng vîi ph¦n mð �¦u, k¸t luªn v  t i li»u tham kh£o:

1. Khæng gian tæpæ th÷ìng �èi vîi mët ¡nh x¤.

2. �p döng chùng minh hai khæng gian CP 1 v  S2 �çng phæi.

M°c dò b£n th¥n �¢ r§t cè g­ng trong håc tªp, nghi¶n cùu v  �÷ñc sü h÷îng

d¨n nhi»t t¼nh cõa th¦y gi¡o h÷îng d¨n, nh÷ng do n«ng lüc cõa b£n th¥n v 

thíi gian cán h¤n ch¸ n¶n tiºu luªn khâ tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât. Tæi r§t

mong nhªn �÷ñc sü gâp þ cõa quþ th¦y cæ v  c¡c b¤n �º tiºu luªn �÷ñc ho n

thi»n hìn.

Cuèi còng tæi xin ch¥n th nh c£m ìn PGS.TS Nguy¹n Sum ng÷íi �¢ tªn

t¼nh gi£ng d¤y, gióp �ï, còng tªp thº lîp cao håc to¡n kho¡ 11 t¤o �i·u ki»n

cho tæi ho n th nh tiºu luªn n y.
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1 C�C KH�I NI�M V� T�NH CH�T CÕA TÆPÆ TH×ÌNG

�ành ngh¾a 1.1. Cho X l  khæng gian tæpæ , Y l  tªp hñp kh¡c réng, ¡nh x¤

f : X −→ Y l  to n ¡nh li¶n töc, gåi

Uf = {U ⊂ Y, f−1(U) mð trongX}

khi �â Uf l  tæpæ tr¶n Y gåi l  tæpæ th÷ìng �èi vîi f .

Thªt vªy:

• Ø = f−1(Ø) mð trong X vªy Ø ∈ Uf

• f−1(Y ) = X −mð⇒ Y ∈ Uf .

• U1, U2 ∈ Uf , f
−1(U1 ∩ U2) = f−1(U1) ∩ f−1(U2) -mð ⇒ U1 ∩ U2 ∈ Uf .

• {Ui, i ∈ I} ⊂ Uf ⇒ f−1(Ui) mð ∀i ∈ I, f−1
(⋃

i∈I
Ui

)
=
⋃
i∈I
f−1(Ui) l 

mð, suy ra
⋃
i∈I
Ui ∈ Uf

�i·u n y chùng tä Uf l  tæpæ tr¶n Y .

V½ dö 1.2.

• Khæng gian x¤ £nh thüc RP n = {C¡c khæng gian con 1 chi·u cõa Rn+1.}

X²t ph²p chi¸u p : Rn+1\{0} −→ RP n, p(x) = [x] = αx, α ∈ R , l  to n ¡nh,

n¶n ta câ RP n l  khæng gian tæpæ vîi tæpæ th÷ìng �èi vîi ¡nh x¤ p.

• Khæng gian x¤ £nh phùc RP n = {C¡c khæng gian con 1 chi·u cõa Cn+1.}.

T÷ìng tü, x²t ph²p chi¸u q : Cn+1\{0} −→ CP n, q(x) = [x] = {αx, α ∈ R} l 

to n ¡nh v  ta công câ CP n l  khæng gian tæ vîi tæpæ th÷ìng �èi vîi q.

• Cho X l  khæng gian tæpæ ∼ l  quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n X, �°t Y =

X� ∼ l  tªp th÷ìng gçm t§t c£ c¡c lîp t÷ìng �÷ìng cõa x ∈ X, khi �â Y l 

khæng gian tæpæ vîi tæpæ th÷ìng �èi vîi ph²p chi¸u p : X −→ Y .

�ành lþ 1.3. Cho X,Z l  hai khæng gian tæpæ , Y l  tªp hñp, f : X −→ Y

l  to n c§u, gi£ sû r¬ng Y l  khæng gian tæpæ vîi tæpæ th÷ìng �èi vîi f khi �â

¡nh x¤ g : Y −→ Z li¶n töc khi v  ch¿ khi g ◦ f : X −→ Z li¶n töc.
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Chùng minh. (⇒). Theo gi£ thi¸t Y l  kg tæpæ vîi tæpæ th÷ìng vîi ¡nh x¤ f

n¶n vîi U l  tªp mð trong Y ta câ f−1(U) l  mð trong X n¶n f l  ¡nh x¤ li¶n

töc.

Ngo i ra ta câ g li¶n töc n¶n g ◦ f li¶n töc.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû g ◦ f li¶n töc, vîi måi V mð trong Z ta câ :(g ◦ f)−1(V )

mð trong X,n¶n (g ◦ f)−1(V ) = f−1(g−1(V )) mð trong Y , suy ra g−1(V ) ∈ Uf)

do �â g−1(V ) mð trong Y . Vªy g li¶n töc.

Nhªn x²t 1.4. Tæpæ th÷ìng σ tr¶n tªp th÷ìng X/ ∼ l  tæpæ m¤nh nh§t l m

cho ¡nh x¤ ch½nh t­c f li¶n töc. Thªt vªy, gi£ sû % tr¶n X/ ∼ l m cho ¡nh x¤

ch½nh t­c f li¶n töc. Khi �â b§t ký G thuëc % th¼ f−1(G)l  tªp mð trong X,

do �â theo �ành ngh¾a tæpæ th÷ìng th¼ G ∈ σ, vªy % ≤ σ.

M»nh �· 1.5. Cho X l  G-Khæng gian (X l  khæng gian tæpæ , G l  nhâm

tæpæ ) khi �â ph²p chi¸u π : X −→ X/G, π(x) = Gx l  ¡nh x¤ mð.

Chùng minh. ∀U ⊂ X l  tªp mð, ta câ :

π−1(π(U)) = {x ∈ X | π(x) ∈ π(U)}

= {x ∈ X | ∃y ∈ U : π(x) = π(y)}

= {x ∈ X | ∃g ∈ G, y ∈ Y : x = gy}

= {x ∪
g∈G

gU

Tø θg : X −→ X, θ(x) = gx l  ph²p �çng phæi v  U mð trong Xn¶n gU trong

X. Do �â ∪
g∈G

gU mð trong X, vªy π(U) l  mð, hay π l  ¡nh x¤ mð.

�ành lþ 1.6. Cho X l  khæng gian compact Hausdorff th¼ :

i)N¸u G l  nhâm húu h¤n v  X l  G-khæng gian, th¼ X/G l  khæng gian

compact Hausdorff.

ii)N¸u A l  khæng gian con �âng cõa X, th¼ X/A l  compact Hausdorff.
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2 B�I T�P �P DÖNG

B i to¡n: Gåi Sn = {∈ Rn+1| ‖x‖ = 1} l  m°t c¦u n chi·u, chùng minh

r¬ng :

1. RP 1 ∼= S1

2. CP 1 ∼= S2.

Gi£i

1.Ph²p chùng minh ti¸n h nh theo c¡c b÷îc sau:

B÷îc 1 ta x¥y düng tªp th÷ìng X/A,A ⊂ X.

Cho X l  khæng gian tæpæ , A ⊂ X �ành ngh¾a quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n

X nh÷ sau: ∀x, y ∈ X, x ∼ y ⇔

 x = y

x, y ∈ A

D¹ kiºm tra �÷ñc ∼ l  quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n X,

Khi �â: ∀x ∈ X, [x] =

 {x}, x ∈ A
A, x ∈ A

Suy ra : X/ ∼= (X \ A) ∪ {A} = X/A

B÷îc 2 Chùng minh S1
+/A

∼= S1.

�°t X = S1
+ = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = 1, y ≥ 0}., A = {(−1, 0), (1, 0)}

X²t ¡nh x¤ f : S1 −→ S1
+/A, f(x) = [x] ta chùng minh f �çng phæi .

• f li¶n töc v  to n ¡nh l  hiºn nhi¶n

• Chùng minh f �ìn ¡nh ∀(x1, y1), (x2, y2) ∈ S1, gi£ sû f(x1, y1) = f(x2, y2)

⇔ [(x1, y1)] = [(x2, y2)]

�i·u n y suy ra: (x1, y1) = (x2, y2) ho°c (x1, y1), (x2, y2) ∈ A

N¸u (x1, y1) = (x2, y2) th¼ f �ìn ¡nh l  �óng.

N¸u (x1, y1), (x2, y2) ∈ Ath¼ [(x1, y1)] = [(x2, y2)] = A �i·u n y công chùng tä

(x1, y1) = (x2, y2). Vªy f l  �ìn ¡nh

Ngo i ra, S1 l  Hausdoff, S1
+/A l  compact n¶n f l  �çng phæi.

Vªy S1
+/A

∼= S1.
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B÷îc 3 Chùng minh RP 1 ∼= S1. theo sì �ç sau

S1
+

p
��

f

##FFFFFFFFFF

S1
+/A

g // RP 1

Trong �â p l  ph²p chi¸u l  to n ¡nh ch½nh t­c, cán f �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

f(x, y) = [x : y] = {α(x, y), α ∈ R}, d¹ chùng minh �÷ñc f công l  to n ¡nh.

B¥y gií ta x¡c �ành g nh÷ sau:g[(x, y)] = [x : y].

Khi �â ∀(x, y) ∈ R2, g(p(x, y)) = g[(x, y)] = α(x, y) = f(x, y), vªy g ◦ p = f.

Ngo i ra, f l  to n ¡nh n¶n g công to n ¡nh, ta c¦n chùng minh g �ìn ¡nh:

∀[(x1, y1)], [(x2, y2)] ∈ S1
+/A , gi£ sû g[(x1, y1)] = g[(x2, y2)]

⇔ [(x1 : y1] = [x2, y2]

⇔ (x1, y1) = α(x2, y2), α ∈ R

⇒

x1 = αx2

y1 = αy2

N¸u α = 1th¼ [(x1, y1)] = [(x2, y2)] l  �óng.

N¸u α 6= 1 ta câ α2(x22 + y22) = x21 + y21 = 1⇒ α = −1

khi �â

x1 = −x2

y1 = −y2
Do y2 ≥ 0 n¶n y2 = 0 ⇒ x2 = 1 tø �â suy ra (x1, y1), (x2, y2) ∈ A hay

[(x1, y1)] = [(x2, y2)] suy ra g �ìn ¡nh.

M°t kh¡c ta câ :

f li¶n töc, p li¶n töc n¶n g li¶n töc.

RP 1 l  Hausdorff, S1
+/A l  compact. N¶n suy ra g l  ph²p �çng phæi.

Vªy RP 1 ∼= S1.

2. T÷ìng tü nh÷ tr¶n, �°t X = S2
+ = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0},

S1
+ = {(x, y, 0) ∈ R3, x2 + y2 = 1}

Ta chùng minh CP 1 ∼= S2 nh÷ sau:

Tr÷îc h¸t chùng minh S2 ∼= S2
+/S

1
+

X²t ¡nh x¤ f : S2 −→ S2
+/S

1
+ , f(x,y,z)=[(x,y,z)]
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Hiºn nhi¶n f li¶n töc v  to n ¡nh

Ta c¦n chùng minh f �ìn ¡nh:

∀(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ S2, gi£ sû f(x1, y1, z1) = f(x2, y2, z2)

⇔ [(x1, y1, z1)] = [(x2, y2, z2)]

(x1, y1, z1) = (x2, y2, z2) ho°c (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ S1
+

N¸u (x1, y1, z1) = (x2, y2, z2) th¼ f �ìn ¡nh l  �óng.

N¸u (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ Ath¼ [(x1, y1, z1)] = [(x2, y2, z2)] = A �i·u n y

công chùng tä (x1, y1, z1) = (x2, y2, z2). Vªy f l  �ìn ¡nh.

Vªy S2
+/S

1
+
∼= S2.

B÷îc 2 Chùng minh CP 1 ∼= S2 theo sì �ç

S2
+

p
��

f

((QQQQQQQQQQQQQQQQQ

S2 ∼= S2
+/S

1
+

g // CP 1

[(x, y, z)] � // 〈(x+ iy : z)〉

Trong �â ¡nh x¤ f �÷ñc x¥y düng nh÷ sau:

f : S2
+

// CP 1

(x, y, z) � // 〈(x+ iy : z)〉

d¹ chùng minh �÷ñc f li¶n töc v  to n ¡nh, khi �â gåi

g : S2
+/S

1
+

// CP 1

[(x, y, z) � // [x+ iy : z]

ta câ �÷ñc f = g ◦ p v  do f l  to n ¡nh n¶n g công to n ¡nh. Ta c¦n chùng

minh g �ìn ¡nh

∀[(x1, y1z1, )], [(x2, y2, z2)] ∈ S2
+/S

1
+ , gi£ sû g[(x1, y1, z1)] = g[(x2, y2, z2)]

⇔ [x1 + iy1 : z1] = [x2 + iy2 : z2]
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⇔ (x1 + iy1)z2 = (x2 + iy2)z1

⇔ (x21 + y21)z
2
2 = (x22 + iy

)
2z

2
1

⇒ (1− z21)z22 = (1− z22)z21

⇒ z2 = z1

N¸u z1 = z2 = 0 th¼ (x1, y1z1, ), (x2, y2, z2) ∈ S1
+ do �â [(x1, y1z1, )] = [(x2, y2, z2)]

N¸u z1 = z2 > 0 th¼ x1 = x2, y1 = y2 do �â [(x1, y1z1)] = [(x2, y2, z2)]

�i·u n y chùng tä g �ìn ¡nh.

Ngo i ra f , li¶n töc,p li¶n töc n¶n g công li¶n töc v  S2
+/S

1
+ l  compact ,CP 1

l  Hausdorff n¶n ta suy ra �÷ñc g l  ph²p �çng phæi.

Vªy CP 1 ∼= S2.
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